
استوکس حل آوردن دست به و بی نهایت محیط در موج میدان اساسی حل

خیردست نوید
زلزله مهندسی و زلزله شناسی بین المللی پژوهشگاه

١۴٠٠ خرداد ٢٧

مقدمه ١

می آوریم. دست به همگن بی نهایت محیط در را ناویه دیفرانسیل معادله ی جواب بخش، این در

ناویه معادله ی ٢

می شود. بیان ناویه دیفرانسیل معادله  ی توسط الاستیک جامد یک در شکل نیرو-تغییر رابطه ی

و λ لامه ی ضریب با همسانگرد، و همگن خطی الاستیک جامد یک در شکل تغییر چنانچه ناویه معادله ی
f(x, t) حجمی نیروی الاستیک جسم این به و شده داده نمایش u(x, t) برداری میدان توسط ،µ برشی مدول

بود. خواهد حاکم جسم این شکل تغییر بر زیر دیفرانسیل معادله ی گردد، وارد

ρü(x, t) = f(x, t) + (λ+ ۲µ)∇(∇u(x, t))− µ∇× (∇× u(x, t)) (١)

و ساده دیفرانسیل معادلات به می توان هلم هولتز، هوشمندانه ی تجزیه ی از استفاده با را فوق پیچیده ی معادله ی
کرد. تبدیل حل قابل

هلم هولتز تجزیه ی ٣

دارد، وجود (٢) برداری تجزیه ی همواره Z(x) برداری میدان برای

Z = ∇X +∇×Y با ∇ ·Y = ۰ (٢)

باید منظور این برای بیاوریم، دست به را Y و X بخواهند ما از و بدهند ما به را Z(x) برداری میدان کنید فرض حالا
کنیم حل را (٣ (رابطه ی پوآسون دیفرانسیل معادله ی ابتدا

∇۲W = Z (٣)

١



نماییم. استفاده Y و X آوردن دست به برای (۴ (اتحاد از سپس و

∇۲W = ∇(∇ ·W︸ ︷︷ ︸
X

)−∇× (∇×W︸ ︷︷ ︸
Y

) (۴)

است کلاسیک دیفرانسیل معادلات مشهورترین از یکی پوآسون دیفرانسیل معادله ی

∇۲ϕ = f

می آید دست به زیر رابطه ی از دیفرانسیل معادله ی این خصوصی حل سه بعدی، میدان در

ϕ(x) = −
∫ ∫ ∫

f(ξ)

۴π|x− ξ|
dV (ξ) (۵)

فاصله ی r آن در که است ۱
۴πr یا ۱

۴π|x| با برابر پوآسون معادله ی جواب باشد، f = δ(x) اگر خاص، حالت در
است. مختصات مبدأ تا x نقطه ی

لامه قضیه ی ۴

زمانی مشتق و ،u(x, ۰) اولیه ی مقدار ،f حجمی نیروی برای که صورتیکه در نماید، ارضا را (١) ناویه معادله ی u اگر
باشد: موجود زیر شکل به هلم هولتز تجزیه ی ،u̇(x, ۰) آن،

f = ∇ϕ+∇×ψ با ∇ ·ψ = ۰ (۶)

u̇(x, ۰) = ∇A+∇× B با ∇ · B = ۰ (٧)

u(x, ۰) = ∇C+∇×D با ∇ ·D = ۰ (٨)

که نحوی به دارند وجود ψ و ϕ آنگاه،

u = ∇ϕ+∇× ψ ∇ · ψ = ۰ (٩)

ϕ̈ = ϕ
ρ + α۲∇۲ϕ α۲ =

λ+ ۲µ
ρ

(١٠)

ψ̈ = ψ
ρ + β۲∇۲ψ β۲ =

µ

ρ
(١١)

ساده ترین عنوان به است، ψ و ϕ پتانسیل توابع یافتن و f حجمی نیروی تجزیه  ی بالا دیفرانسیل معادله ی حل اول گام
است. مختصات مبدأ در e۱ جهت در واحد نیروی ،fi نیروی کنید فرض حل

f = X۰(t)δ(x)e۱ (١٢)

٢



∇۲W = X۰(t)δ(x)e۱ دیفرانسیل معادله حل بیاوریم. دست به (۵) پوآسون معادله ی جواب از استفاده با را ψ و ϕ برویم
است: زیر صورت به

W = −X۰(t)

۴π

∫
δ(ξ)

|x− ξ|
dξe۱ = −X۰(t)

۴πr e۱ (١٣)

که می شود یادآوری تانسورها آنالیز از کنیم. محاسبه را ψ و ϕ می توانیم −∇ × W و ∇ · W محاسبه ی با حالا
می باشد. ∇×W = −ϵi۱kW۱,kei

ϕ = ∇ ·W = −X۰(t)
۴π

∂
∂x۱

( ۱
r ) (١۴)

ψ = −∇×W = ϵi۱kW۱,kei = −(ϵ۲۱۳(
۱
r ),۳e۲ + ϵ۳۱۲(

۱
r ),۲e۳)

X۰(t)
۴π = (۰, ∂

∂x۳
( ۱
r ),−

∂
∂x۲

( ۱
r ))

X۰(t)
۴π (١۵)

لامه پتانسیل توابع یافتن ۵

شده محاسبه پتانسیل توابع جایگذاری با (١١، ١٠) روابط از که است ψ و ϕ لامه، پتانسیل توابع یافتن بعدی، گام
می شود: منجر موج انتشار دیفرانسیل معادلات به (١۵ و ١۴ (روابط در

ϕ̈ = −X۰(t)
۴ρπ

∂
∂x۱

( ۱
r ) + α۲∇۲ϕ (١۶)

ψ̈i = −X۰(t)
۴ρπ ϵi۱k(

۱
r ),kei + β۲∇۲ψi (١٧)

تقادن دارای معادله جواب مختصات، مبدأ در نقطه ای بار شدن اعمال و محیط بودن همسانگرد و همگن به توجه با
باشد، ϕ = ϕ(r, φ, θ) کروی، مختصات دستگاه در کلی حالت در کنیم فرض اگر دیگر، عبارت به بود. خواهد کروی
مختصات دستگاه در را (∇۲) لاپلاسین عملگر چنانچه بنابراین بود، خواهد r از تابعی فقط کروی تقارن به توجه با

با: است برابر بنویسیم، کروی

∇۲ϕ =
۱
r

∂۲

∂r۲
(rϕ)

می آیند. در زیر شکل به (١٧ و ١۶) موج انتشار معادلات اخیر، جایگذاری با

rϕ̈ = − rX۰(t)
۴ρπ

∂
∂x۱

( ۱
r ) + α۲ ∂۲

∂r۲
(rϕ) (١٨)

rψ̈i = − rX۰(t)
۴ρπ ϵi۱k(

۱
r ),kei + β۲ ∂۲

∂r۲
(rψi) (١٩)

کنیم. پیدا را زیر) (رابطه ی ناهمگن موج معادله برای خصوصی جواب ابتدا بیایید فوق معادلات جواب یافتن برای

c۲
∂۲

∂x۲
u(x, t)− ∂۲

∂t۲
u(x, t) = p(t)

: [١٩٧۴ آخن باخ، در 3.88 معادله ی به [بنگرید با است برابر فوق دیفرانسیلی معادله ی خصوصی جواب

u(x, t) = −
∫ x/c

۰
τp(t− τ)dτ (٢٠)

٣



کنیم، مرتب دیگر بار را (١٨ و ١٩) معادلات بیایید

α۲ ∂۲

∂r۲
(rϕ)− ∂

∂t۲
(rϕ) = rX۰(t)

۴ρπ
∂
∂x۱

( ۱
r ) (٢١)

β۲ ∂۲

∂r۲
(rψi)− ∂

∂t۲
(rψi) =

rX۰(t)
۴ρπ ϵi۱k(

۱
r ),kei (٢٢)

با: می شود برابر (٢١ و ٢٢) دیفرانسیل معادلات خصوصی جواب بنابراین

ϕ = − ۱
۴ρπ

∂

∂x۱
(
۱
r
)

∫ r/α

۰
τX۰(t− τ)dτ (٢٣)

ψi = − ۱
۴ρπ ϵi۱k(

۱
r
),kei

∫ r/β

۰
τX۰(t− τ)dτ (٢۴)

آورد. دست به را موج انتشار معادله ی خصوصی جواب می  توان (٩) در فوق جوابهای جایگذاری با

∇ϕ = − ۱
۴ρπ

∂

∂xi

(
∂

∂x۱
(
۱
r
)

∫ r/α

۰
τX۰(t−τ)dτ

)
= − ۱

۴ρπ

{(
∂۲

∂xi∂x۱
(
۱
r
)

∫ r/α

۰
τX۰(t−τ)dτ

)
+

∂

∂x۱
(
۱
r
)
۱
α

∂r

∂xi

r

α
X۰(t−

r

α
)

}
و

∇× ψ = −ϵminψi,nem = (
۱

۴ρπ )ϵmin
∂

∂xn

(
ϵi۱k(

۱
r
),k

∫ r/β

۰
τX۰(t− τ)dτ

)
em =

(
۱

۴ρπ )
(
ϵminϵi۱k(

۱
r
),kn

∫ r/β

۰
τX۰(t− τ)dτ + ϵi۱k(

۱
r
),kϵmin

∂r

∂xn

۱
β

r

β
X۰(t−

r

β
)

)
em

(چرا؟) ϵminϵi۱k = δn۱δmk − δnkδm۱ کنید دقت

∇× ψ = (
۱

۴ρπ )
{(

∂۲

∂xm∂x۱
(
۱
r
)− ∂۲

∂xn∂xn
(
۱
r
)δm۱

)∫ r/β

۰
τX۰(t− τ)dτ

+

(
∂

∂xm
(
۱
r
)
∂r

∂x۱
− ∂

∂xn
(
۱
r
)
∂r

∂xn
δm۱

)
r

β۲
X۰(t−

r

β
)

}
em (٢۵)

می دهیم. نمایش γi با را آن و است مشاهده نقطه ی به مبدأ  کننده ی متصل خط هادی کسینوس ∂r
∂xi

که کنید دقت
بنابراین ∂

∂xi
( ۱
r ) =

−γi

r۲
همچنین

∂
∂xm

( ۱
r )

∂r
∂x۱

= −γ۱γm

r۲
(٢۶)

∂
∂xn

( ۱
r )

∂r
∂xn

= −γnγn

r۲
= −۱

r۲
(٢٧)(

∂
∂xm

( ۱
r )

∂r
∂x۱

− ∂
∂xn

( ۱
r )

∂r
∂xn

δm۱

)
= δm۱−γ۱γm

r۲
(٢٨)

∂
∂x۱

( ۱
r )

∂r
∂xi

= −γ۱γi

r۲
(٢٩)

که: می شود یادآوری (۵) پوآسون دیفرانسیل معادله ی جواب از

−(
۱

۴ρπ )
∂۲

∂xn∂xn
(
۱
r
) = δ(r)

ندارد. اثری مبدأ از خارج در جمله این یعنی بود. خواهد صفر برابر r ̸= ۰ در (٢۵) رابطه ی دوم جمله ی بنابراین

۴



ui(r, t) = ( ۱
۴ρπ )

(
∂۲

∂xi∂x۱
( ۱
r )

∫ r/β

r/α
τX۰(t− τ)dτ

)
+ ( ۱

۴ρπ )(
γ۱γi

r۲
) r
α۲X۰(t− r

α )

+( ۱
۴ρπ )

δm۱−γ۱γm

r۲
r
β۲X۰(t− r

β ) r ̸= ۰

نتیجه: در و ∂۲

∂xi∂x۱
( ۱
r ) =

۳γiγ۱−δ۱i
r۳

همچنین

ui(r, t) = ( ۱
۴ρπ )

(
۳γiγ۱−δ۱i

r۳

∫ r/β

r/α
τX۰(t− τ)dτ

)
+ ( ۱

۴ρrπα۲ )(γ۱γi)X۰(t− r
α )

+( ۱
۴ρrπβ۲ )(δm۱ − γ۱γm)X۰(t− r

β ) r ̸= ۰ (٣٠)

است. مشهور استوکس حل به ٣٠ جواب
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